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COURS NUMERO 8 — Intégrale de Riemann

Dans tout ce cours, f désigne une fonction défnie sur un intervalle I = [a,b] & valeurs dans R,
avec a < b deux réels. L’intégrale de f entre a et b mesure 'aire sous la courbe représentative
de f entre les axes t = a et x = b.
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Fonctions en escalier — On va d’abord définir I'intégrale pour des fonctions simples
avant de généraliser la notion.

Définition — On appelle subdivision de U'intervalle I = [a, b] toute suite finie o = (z;)
telle que a = z9p < 1 < -+ < zp, = b. On note S([a,b]) 'ensemble de toutes les
subdivisions de I et on appelle pas de la subdivision la quantité m := max(x;+1 — ;).

Définition — Une fonction ¢ : [a, b] est dite en escaliers sur [a, b] sl existe une subdivision
o € S(I) telle que ¢ = \; est constante sur chaque intervalle |x;, z;11[. La subdivision est
dite adaptée. On note Esc([a, b]) 'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b], qui est un
espace vectoriel sur R et de plus, si f, g € Esc([a, b]), alors fg aussi.

Définition — Si ¢ € Esc(]a, b]), on appelle intégrale de ¢ le nombre réel
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Ogl démontre que ce réel ne dépend pas de la subdivision adaptée choisie, et on le note
fa o(z) dz.

Fonctions intégrables au sens de Riemann — La définition suivante permet de
donner un sens a l'intégrale des fonctions qui ne sont pas en escalier.

Définition — Une fonction f : [a,b] — R est dit intégrable au sens de Riemann si pour
tout € > 0 il existe deux fonctions ¢, ¢ € Esc([a,b]) telles que
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Si f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b], on note
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On note R([a, b]) 'ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b].

(c¢) Propriétés —

Théoréme — Toute fonction continue ou monotone sur [a, b] est dans R(][a, b)).
Proposition —
(i) R([a,b]) est un R-espace vectoriel.

(7) si f > 0 est dans R([a, b]), alors f; f(z)dx > 0.
(7i7) relation de Chasles : f f [+ fcb f.
(iv) inégalité triangulaire: | f f1< f: lf]-

Conséquence: si m < f < M sur [a, b], alors
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(d) Primitives —

Théoréme — Toute fonction f continue sur [a, b] admet des primitives sur [a, b], données

par: .
:/ fydt+C.

Conséquence: si F' est une primitive de f sur [a,b], alors on a
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/ f(z)dz = [F(2)]s = F(b) — F(a).

(e) Autres techniques —

Proposition — (IPP). Soient u,v € C'([a,b]). Alors on a
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Proposition — (Changement de variables) Soit f continue et ¢ € C'([a,b]) telle que
©([a,b]) C. Alors fop € R([a,b]) et
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Ezxemple : f04 eV? dx en posant t = \/x.



