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CONTRÔLE CONTINU

Exercice 1. Questions de cours :

1. Soit f une fonction continue et 2π périodique. En quel sens la série de Fourier converge t-elle ?

2. Soit f ∈ C1pm
⋂
C0per. Comme dans le cours, on note f ′ la fonction dérivée de la fonction f aux

points où f est dérivable. Montrer que pour tout n ∈ Z, cn(f ′) = in cn(f). En déduire que la série
de Fourier de f converge normalement sur R.

Exercice 2. Soit α ∈ R \ Z. On note fα l’application 2π périodique sur R définie par

∀t ∈]− π, π], fα(t) = cosαt.

1. Calculer les coefficients de Fourier (an)n∈N et (bn)n∈N∗ de la fonction fα.
Solution :

2. Quelle est la régularité de la fonction f ?
Solution : .

3. En déduire que

∀t ∈]− π, π], cosαt =
sinαt

απ
+

+∞∑
n=1

(−1)n
2α sinαπ

π(α2 − n2)
cosnt.

Solution : .

4. Prouver que

∀t ∈ R \ πZ, cotant =
1

t
+ 2t

+∞∑
n=1

1

t2 − n2π2
.

Solution : .

5. Soit x ∈]0, π[. On pose f(t) = cotant− 1

t
pour tout t ∈]0, x[ et f(0) = 0.

(a) Prouver que

∫ x

0
f(t) dt =

+∞∑
n=1

∫ x

0

dt

t2 − n2π2
.

Solution : .

(b) En déduire que

∀t ∈]− π, π], sin t = t

+∞∏
n=1

(
1− t2

n2π2

)
.

Solution : .
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Exercice 3. Le but de cet exercice est d’étudier les coefficients de Fourier d’une fonction 2π périodique
höldérienne.

Soit α ∈]0, 1], une fonction définie sur un intervalle I est dite höldérienne d’exposant α lorsqu’elle
vérifie

∀x, y ∈ I, |f(y)− f(x)| 6 C |y − x|α .

Dans tout l’exercice, f désigne une fonction continue 2π périodique. On notera ω(·) le module de continuité
de la fonction f . C’est-à-dire la fonction définie sur R+ par

∀δ > 0, ω(δ) = sup
{
|f(x)− f(y)|, x, y ∈ R, |x− y| 6 δ

}
.

1. Pour tout h ∈ R, exprimer les coefficients de Fourier de τh[f ] en fonction de ceux de f . On rappelle
que τh[f ] est la fonction définie sur R par τh[f ](x) = f(x− h).

Solution : cn(τh[f ]) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− h)e−inx dx = e−inhcn(f).

2. En déduire les coefficients de Fourier de la fonction fh : x 7→ f(x+ h)− f(x− h) en fonction des
coefficients de Fourier de f .
Solution : cn(fh) = 2i(sinnh)cn(f).

3. Exprimer, en fonction des coefficients de Fourier de f la quantité :

1

2π

∫ π

−π
|f(x+ h)− f(x− h)|2 dx.

Solution : On applique l’inégalité de Parseval à la fonction fh :

1

2π

∫ π

−π
|f(x+ h)− f(x− h)|2 dx = 4

∑
n∈Z∗

sin2(nh) |cn(f)|2.

4. Montrer que

2
∑

2k−16|n|<2k

|cn(f)|2 6
[
ω
( π

2k

)]2
.

Indication : on posera h =
π

2k+1
.

Solution :
1

2π

∫ π

−π
|f(x+ h)− f(x− h)|2 dx 6 |ω(2h)|2 donc

1

2π

∫ π

−π

∣∣∣f (x+
π

2k+1

)
− f

(
x− π

2k+1

)∣∣∣2 dx 6
[
ω
( π

2k

)]2
. Or

4
∑
n∈Z∗

sin2
( nπ

2k+1

)
|cn(f)|2 > 4

∑
2k−16|n|<2k

sin2
( nπ

2k+1

)
|cn(f)|2.

Si 2k−1 6 |n| < 2k alors
π

4
6

nπ

2k+1
6
π

2
ce qui donne sin2

( nπ

2k+1

)
>

1

2
. Donc

2
∑

2k−16|n|<2k

|cn(f)|2 6
[
ω
( π

2k

)]2
.

5. En déduire que si f est höldérienne d’exposant α >
1

2
alors la suite (cn(f))n∈Z est `1 et la série de

Fourier de f converge uniformément vers f sur R.
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Solution : On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz :∑
2k−16|n|<2k

|cn(f)| 6

 ∑
2k−16|n|<2k

12

 1
2
 ∑

2k−16|n|<2k

|cn(f)|2
 1

2

6 2
k−2
2 ω

( π
2k

)
. Or pour tout δ >

0,

ω(δ) 6 C δα donc
∑

2k−16|n|<2k

|cn(f)| 6 C 2
k−2
2

( π
2k

)α
= C ′ 2k(

1
2
−α) avec C ′ > 0.

Comme α >
1

2
, la suite (cn(f))n∈Z est `1 et la série de Fourier de f converge uniformément vers

f sur R.

6. Montrer que pour tout n > 0,∫ π

−π

2n∑
k=1

[
f

(
x+

kπ

n

)
− f

(
x+

(k − 1)π

n

)]2
dx = 2n ·

∫ π

−π

[
f
(
x+

π

2n

)
− f

(
x− π

2n

)]2
dx.

Solution : Par périodicité, pour 1 6 k 6 2n, on a∫ π

−π

[
f

(
x+

kπ

n

)
− f

(
x+

(k − 1)π

n

)]2
dx =

∫ π

−π

[
f
(
x+

π

2n

)
− f

(
x− π

2n

)]2
dx.

7. On dit que f est à variations bornées s’il existe une constante A > 0 telle pour toute suite
strictement croissante x1 < x2 < · · · < x2n de l’intervalle [−π, 3π], on a

2n∑
k=1

|f(xk+1 − f(xk)| 6 A.

Montrer que pour tout x ∈ [−π, π] et pour tout n > 1,

2n∑
k=1

[
f

(
x+

kπ

n

)
− f

(
x+

(k − 1)π

n

)]2
6 Aω

(π
n

)
.

Solution :

2n∑
k=1

[
f

(
x+

kπ

n

)
− f

(
x+

(k − 1)π

n

)]2
6

2n∑
k=1

[
f

(
x+

kπ

n

)
− f

(
x+

(k − 1)π

n

)]
ω
(π
n

)
6

Aω
(π
n

)
.

8. En intégrant la relation précédente, en déduire que, pour tout n > 1,

1

2n

∫ π

−π

2n∑
k=1

[
f

(
x+

kπ

n

)
− f

(
x+

(k − 1)π

n

)]2
dx 6

πA

n
ω
(π
n

)
.

Solution :
1

2n

∫ π

−π

2n∑
k=1

[
f

(
x+

kπ

n

)
− f

(
x+

(k − 1)π

n

)]2
dx 6

2π

2n
Aω
(π
n

)
=
πA

n
ω
(π
n

)
.

9. En déduire que si f est höldérienne d’exposant α et à variation bornée alors il existe B tel que

∀n ∈ Z∗, |cn(f)|2 6 B

|n|1+α
.
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Solution :
1

2n

∫ π

−π

2n∑
k=1

[
f

(
x+

kπ

n

)
− f

(
x+

(k − 1)π

n

)]2
dx

=

∫ π

−π

[
f
(
x+

π

2n

)
− f

(
x− π

2n

)]2
dx = 8π

∑
m∈Z∗

sin2
(mπ

2n

)
|cm(f)|2 > 8π|cn(f)|2 (m = n).

Exercice 4. Étant donné une fonction f ∈ L1(R) et à valeurs complexes, le problème de Dirichlet dans
le demi-plan supérieur consiste à déterminer les fonctions u ∈ C2(R× R∗+) vérifiant :

∂2u

∂x2
(x, y) +

∂2u

∂y2
(x, y) = 0 pour tous (x, y) ∈ R× R∗+,

lim
y→0

u(·, y) = f dans L1,

sup
y>0

∫
R
|u(x, y)| dx < +∞.

On propose dans cet exercice la construction d’une solution à ce problème.

1. Montrer que

∀(x, y) ∈ R× R∗+,
∫ +∞

−∞
eixξe−y|ξ| =

2y

x2 + y2
.

Pour tout y > 0, on notera hy la fonction définie sur R par hy(x) = y
x2+y2

.

2. Soit f ∈ L1(R) et f̂ sa transformée de Fourier normalisée comme dans le cours. Montrer que

∀y > 0,

∫ +∞

−∞
|f̂(ξ)|e−y|ξ| dξ < +∞.

En déduire que l’on peut définir une fonction u sur R× R∗+ par la formule

∀(x, y) ∈ R× R∗+, u(x, y) =

∫ +∞

−∞
f̂(ξ)eixξe−y|ξ| dξ.

3. Montrer que la fonction u définie à la question précédente est C∞(R× R∗+) et vérifie

∀(x, y) ∈ R× R∗+,
∂2u

∂x2
(x, y) +

∂2u

∂y2
(x, y) = 0.

4. Montrer que

∀y > 0, ∀x ∈ R, u(x, y) =

√
2

π
· f ∗ hy(x).

5. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que la famille de fonctions (C · hy)y>0 est une
approximation de l’identité.

6. En déduire que la fonction ũ définie sur R× R∗+ par

∀(x, y) ∈ R× R∗+, ũ(x, y) =

∫
R
f(s)

y

π(y2 + (x− s)2)
ds,

est une solution du problème de Dirichlet associé à f .
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