Université de TOURS - M1 Mathématiques - 2018/2019

CONTROLE CONTINU

Exercice 1. Questions de cours :
1. Soit f une fonction continue et 27 périodique. En quel sens la série de Fourier converge t-elle ?

2. Soit f € Cg‘,mﬂcger. Comme dans le cours, on note f’ la fonction dérivée de la fonction f aux

points ol f est dérivable. Montrer que pour tout n € Z, ¢, (f') = inc,(f). En déduire que la série
de Fourier de f converge normalement sur R.

Exercice 2. Soit o € R\ Z. On note f, 'application 27 périodique sur R définie par
Vt €] —m, 7|, fa(t) = cosat.

1. Calculer les coefficients de Fourier (ap)nen et (bn)nen+ de la fonction f,.
Solution :

2. Quelle est la régularité de la fonction f 7
Solution : .

3. En déduire que

. +00 .
sin at 2acsin ar
Vt 6] —71',7'('], cosat = an +ngl<_l)nﬂ'(o[2—n,2) cosnt.

Solution : .

4. Prouver que

1 X1
Vt € R\ 7Z, cotant = n —1-2?5;:1 222

Solution : .

1
5. Soit x €]0, 7[. On pose f(t) = cotant — 7 pour tout t €]0,z[ et f(0) = 0.

+00
z z dt
(a) Prouver que / fyd=3 / P

Solution : .

(b) En déduire que
400 t2
vt €] —m, 7, smt:tH <1 — n27r2) :

n=1

Solution : .



Exercice 3. Le but de cet exercice est d’étudier les coefficients de Fourier d’une fonction 2w périodique
holdérienne.

Soit a €]0,1], une fonction définie sur un intervalle I est dite holdérienne d’exposant « lorsqu’elle
vérifie
Vo,y eI, |f(y) = f(@)| < Cly — x|

Dans tout I'exercice, f désigne une fonction continue 27 périodique. On notera w(-) le module de continuité
de la fonction f. C’est-a-dire la fonction définie sur Rt par

V620, wd) =sup{|f(z) - fW), =,y R, |z —y| <5}

1. Pour tout h € R, exprimer les coefficients de Fourier de 7,,[f] en fonction de ceux de f. On rappelle
que 7[f] est la fonction définie sur R par 7[f](z) = f(xz — h).
™

Solution : cn(m[f]) = % f(z—h)e ™ de = e~ e, (f).

2. En déduire les coefficients de Fourier de la fonction fp, : © — f(x + h) — f(z — h) en fonction des
coefficients de Fourier de f.

Solution : cp(f) = 2i(sinnh)cy(f).

3. Exprimer, en fonction des coefficients de Fourier de f la quantité :

LT @ h) = fw— B[ da

2 J_,

Solution : On applique l'inégalité de Parseval a la fonction fy :

% _ﬂ |flx+h)— flx—h)|Pde=4 Z sin?(nh) |en ().

nez*

4. Montrer que
TN12
2 3 el <o ()]
2k—1|n|<2k

™

Indication : on posera h = SR

™

1
Solution : 2 |f(x +h) — f(z—h)[Pde < |w(2h)? done

/ 2k+1) f(m_%)‘zdxg [w (2%)}2 Or

4 Z sin <2k+1> ealP=4 > sin? (55 ) lenl £

nez* 2k—1<|n\<2k

k-1 k ™ ™ . . 9 [ NT
Si 2 < |n| < 27 alor 1 < 2k+1 < 5 ce qui donne sin (W) > 3 Donc

2 3 e s [o(z)]

2k—1|n|<2k

[y

1
5. En déduire que si f est holdérienne d’exposant av > 3 alors la suite (c,(f))nez est £ et la série de

Fourier de f converge uniformément vers f sur R.



Solution : On applique Uinégalité de Cauchy-Schwarz :

1

2 2
Z len(f)] < Z 12 Z len ()] < 2570 (211:) Or pour tout 6 >
2k—1g|n|<2k 2k—1|n|<2k 2k—1|n|<2k
w(d) < C6* donc Z len(f)] < C 2" (%)a =" 2¥(57) gyec 7 > 0.

2k—1|n|<2k

1
Comme o > 2 la suite (cn(f))nez est €' et la série de Fourier de f converge uniformément vers
f sur R.

. Montrer que pour tout n > 0,

[ ) (o )z [T ) s (o )] e

—Tr k=1 —Tr

Solution : Par périodicité, pour 1 <k < 2n, on a

[l ) -r(er S = [l ) s e T o

—T K

. On dit que f est a wvariations bornées s’il existe une constante A > 0 telle pour toute suite
strictement croissante x1 < x9 < - < x9, de l'intervalle [—7, 37], on a

2n

S If (@ — Flan)] < A.

k=1

Montrer que pour tout z € [—m, 7| et pour tout n > 1,

i[f@ﬂ?) —f<x+(k_nl)”)r < Aw(%).

. En intégrant la relation précédente, en déduire que, pour tout n > 1,

LLEICE) () i)

T k=1

x 2n o 2
Solution : 2171/ Z [f <a:+ k:) —f <x+ WT)] dx < ;%Aw (%) = %w (%)

T k=1

. En déduire que si f est holdérienne d’exposant « et a variation bornée alors il existe B tel que

. B
Vn S Z y ‘Cn(f)’2 < W



T 2n . - 2
Solution 2171/ Z[f <:U~|—k7;r>—f<x+(knl)>] da

T k=1

— [ i (o) -1 (o )] do=sn 3 sin? (50 leml )P = Salea(P (i =n)

- meZ*

Exercice 4. Etant donné une fonction f € LY(R) et & valeurs complexes, le probléme de Dirichlet dans
le demi-plan supérieur consiste & déterminer les fonctions u € C?(R x R* ) vérifiant :

0? 0?
8—;;(:10,3/) + a—yl;(x,y) =0 pour tous (z,y) € R x R* |
?}I_I’)I(I)U(,y) = f dans L17

sup/ |u(z,y)| de < +o0.
y>0 JR

On propose dans cet exercice la construction d’une solution a ce probleme.

1. Montrer que

+oo | 2y
V(z,y) € R x RY, / e vIEl — Rt
oo ety
Pour tout y > 0, on notera h, la fonction définie sur R par hy(z) = ﬁ

2. Soit f € L'(R) et f sa transformée de Fourier normalisée comme dans le cours. Montrer que

+oo
Yy > 0, / |£(€)]e Yl de < +o0.

En déduire que I'on peut définir une fonction u sur R x R* par la formule

+oo ]
V(z,y) ER xR, u(z,y) = / f(e)eiz€eel g,

—0o0
3. Montrer que la fonction u définie a la question précédente est C*°(R x R ) et vérifie

0%u 9%u

V(.T,y) €R x R*-i-v W(xay) + 873/2(37,3/) =0.

4. Montrer que
2
Vy > 07 Vo € R? u(x,y) = \/7 f* hy(f’?)
us

5. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que la famille de fonctions (C' - hy)y>o est une
approximation de 'identité.

6. En déduire que la fonction @ définie sur R x R* par

y
¥ + (= s)?)

V(r,y) e RxRY, d(z,y) = /Rf(S)W( ds,

est une solution du probleme de Dirichlet associé a f.



