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Corrigé du partiel

Exercice 1
1. FAUX. Contrexemple : si z = 0, alors —2 < x < 3 mais on n’a pas 4 < 22 < 9.
2. FAUX. 1 n’a pas d’antécédent car la solution de f(n) =1 est n = % mais % & 7.
3. VRAI Démonstration :
g(ni1) =g(na) = 3n1+2=3ny+2
= 3ny = 3ns
= N1 =Ny
Donc g est injective.

4. VRAI : Soit A € R. Puisque (u,) n’est pas majorée, il existe N € N tel que

uny > A. Puisque la suite (u,) est croissante, on a u, > uy > A pour tout
n > N. Ceci montre que la suite u,, tends vers 4oc.

Exercice 2

1. On a
1
u1:§
L, 1_4_2
Uy = — ===
279276 6 3
b2 19 3
Bml T =3 T " 127 1
1

2. Upy1—Up = > 0 donc la suite (u,,) est croissante donc monotone.

(n+1)(n+2)
3. N.B. On cherche des réels a et b indépendants de k.

a b a(k +1) + bk

E k+1 k(k+1)
donc il faut que pour tout k € N*, a(k+1)+bk =1, c’est & dire (a+b)k+a = 1.
Par identification, il vient a +b=0et a =1. Donca =1 et b = —1.

4. D’apres la question 3 :

111

k(k+1) k k+1
donc

"1 1 1
Uy = kz (k: _ k:—G—l) =1- 1 (somme télescopique)

Donc lim w, = 1.
n—oo

Exercice 3

L f(A) ={f(z) |z € A}
2. f7H(B)={x € E| f(z) € B}



f([=1:1]) = [0;1]

f([=2=1]U[0;1]) = [1;2] U [0; 1] = [0; 2]
(=2 =1) N £([0;1]) = [1;2] N [0; 1] = {1}
FH(=23]) = [-3;3]

Exercice 4

9 9 9

9% 10

A:Z(Zk—Q):QZk—QleZXQ —9%x10=90—-90=0
=0 k=0 k=0

1—
B = Z ik = 1 ! — (somme des termes d’une suite géométrique)
k=0 —
1
G201 = AX50+1 — (74150 5 j — j car ¢4 = 1. Donc B = — = 1.
—1
20
20
C = —2)k
> ()
k=0
20
20
_ _9)k120—k
> ()
k=0
= (=2+1)* (formule du binéme avec a = —2, b =1 et n = 20)
= ()*=1
Exercice 5
1. (a)
|z0] = | — 8 — 6i] = /8 + 62 = V64 + 36 = V100 = 10
Zo=—8+ 61
1 Z0 —-8+6¢ -8 6. —4 3.
% P10 10105 5

(b) On cherche une racine carrée w de zg sous forme algébrique w = x + iy.

-yt =-8 (1)

2 _ 2 i — 2 — _Q _ 6
w' =z x4+ 2izy —y 8 61@{2333/:—6 2)

On obtient une troisieme équation en considérant les modules :

w? =20 = |w]* = |z| = 2> +9> =10 (3)

)+ B)=222=-8+10=2=2>=1=z=1ouz=-1
B)-(1)=22=10+8=18=y*=9=y=3ouy=—3
D’apres (2), = et y sont de signes opposés. Donc il y a deux solutions :

W1:1—3i7 U}2:—1+3’L

[Comme on a procédé par implication, il faut vérifier que ce sont bien des

solutions: w} = (1-3i)2=1-6i —9= -8 —6i : OK]
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2. (a) P)=1—(2+4)+(3+31)—2—2i =4—4+3i—3i =0 donc 1 est racine.
P'(2) = 322 — (44 2i)z + (3 + 3i)

P'(1) =3—(442i)+ (3+3i) =2+ # 0 donc 1 est racine de multiplicité 1.
(b) 1 est racine donc on peut mettre (z — 1) en facteur. On effectue la division
euclidienne de P(z) par z — 1.

20— (24422 + (B+3)z — (2+2)|z-1
- (* - 2?%) 22— (1+1i)z + (2 + 20)
0 — (14922 + (B+3i)z — (2+2i)
— [~ +i)22 + (1+1i)z2]
0 +o2+42) — (2+2i)
— [(242i)z — (2+2i)]
0

On vérifie que le reste final est bien nul. On a donc
P(2) = (z = )[z* = (1 + i)z + (2 + 2i)]
On cherche les racines complexes de Q(z2) = 22 — (1 + 1)z + (2 + 2i).
A=(1+4)?—-42+2))=1+2i—1-8-8i=-8—6i
D’apres la question 1.b, une racine carrée de A est 6 = 1 — 3i. Les racines
de () sont donc
A4+ +(1-30) 2-2
2 2
1+ —(1-30) 4
2’2 = = —
2 2
Les racines de P sont 1, 1 — i et 21.
(c) NON, car 0 a trois antécédents : 0, 1 — 7 et 2i.

Exercice 6

1. Pour que f(z) soit définie il faut que z + 1 > 0 et donc Dy =| — 1; +o0].
2. Soit = € [0;00[. Alors

=1-—1

zZ1 =

=2

r>0=z+1>1=>vVr+1>1= <4=5-

4 4
>
vVe+1l ™ vVe+1 ™

Donc f(z) € [0;00[. On a montré que f([0; oc0[) C [0; o0l

3. fl(x) = m > 0 donc f est strictement croissante.
x

4. U0:57U1:5—%<5d0HCU1<U0.

5. Montrons par récurrence que pour tout entier n, on a up+1 < U, (Pp).

e Initialisation : si n =0, u; < ug donc (Fy) est vraie.

e Hérédité : supposons que la propriété (P,) soit vraie pour un certain en-
tier n. Montrons qu’alors (P,11) est vraie : On a 4,41 < u,. Comme la
fonction f est strictement croissante, on en déduit que f(unpt1) < f(un).
Mais f(un) = unt1 €t f(up+1) = Unto, done unyo < Untr. (Poy1) est
vraie.

e Conclusion : par récurrence, la propriété (P,) est vraie pour tout n € N.
La suite (u,) est donc strictement décroissante.
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6. La suite (u,) est décroissante, minorée (par 0), donc elle converge (par le
Théoréme 4.1 iii). De plus, sa limite £ = lim w, vérifie 0 < /¢ <5.

n—0o0
7. £ est solution de f(¢) = ¢.
—5_ = & (—5=— 4
Vi1 Vit
1
(-5 = =2

;‘ RS

= (L-5)2(l+1)=16

& (2—100+25)((+1)—16=0
& -9 +150+9=0

Posons P(z) = % — 922 + 152 + 9 = 0. Une racine ”évidente” de P est z = 3
car P(3) =9(3—-9+5+1) = 0. En effectuant la division euclidienne par x — 3
on trouve P(x) = (x — 3)(2? — 62 — 3). On calcule les racines de z? — 6z — 3.
A = 36 4+ 12 = 48. Les racines sont

6 +4v3
2

xr1 =

=3+2V3>5

6 —4v3

Comme 0 < ¢ < 5, la seule possibilité est que £ = 3. On a donc lim u, = 3.
n—o0

Exercice 7 Fixons lentier n. Soient Q(z) le quotient et R(x) le reste de la
division de P, (x) par 22 —1. R est de degré < 1 donc on peut écrire R(x) = ax +b.
Il s’agit de déterminer a et b. On a pour tout z € R:

4 nr+1=Q(x)(x* —1)+ax+b

En prenant z = 1, il vient

n+2=a+>b
En prenant x = —1, il vient
—n+2=—-a+b

On en déduit que a = n et b = 2. Donc le reste est R(x) = nz + 2.



